ІI этап 53 Всеукраинской олимпиады по математике 2012-2013 г.

6 класс
1. Как от куска веревки длиной 2/3 метра отрезать полметра, не имея измерительных инструментов?
Нужно отрезать от веревки четверть (
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), для чего нужно сложить ее пополам 2 раза и отрезать один кусок. 

Для облегчения рассуждения можно было все размеры увеличить в три раза. То есть от веревки длиной 2 метра нужно получит кусок 1.5 метра, то есть отрезать ее четвертую часть. 
2. Найти дробь, равную 11/20, разность знаменателя и числителя которой равна 99.

[image: image2.wmf]220

121

11

20

11

11

=

×

×


3. Может ли произведение цифр целого числа равняться 2012?
Нет, поскольку 2012=2*2*503, а число 503 не делится на 2,3,4,…,9.
4. Есть пять комнат и пять мальчиков, каждый из которых находится в одной из комнат. На каждой комнате висит табличка «В этой комнате находится ровно один мальчик». Известно, что на только двух табличках написана правда. Докажите, что есть комната, в которой находится 3 мальчика.
В двух комнатах, на которых правильные таблички, находятся два мальчика. Три оставшиеся мальчика находятся в трех комнатах с неправильными табличками. Рассмотрим ту комнату с неправильной табличкой, в которой наибольшее число мальчиков. Если там только один мальчик, то на табличке написана правда, а это исключено по условию. Если там два мальчика, то третий мальчик сидит в комнате сам, и на его комнате правильная табличка, а это исключено по условию. Значит в этой комнате три мальчика, а две остальные комнаты пустые.

5. Десять друзей зашли пообедать в трактир. У первого было 5 фенечек (местная денежная единица) одной монетой, у второго – 10 фенечек одной монетой и так далее. У десятого было 50 фенечек одной монетой. Выяснилось, что каждый из них должен за обед отдать хозяину трактира по 5 фенечек. Можно ли им расплатиться так, что бы никто никому ничего не был должен, если у хозяина трактира нет сдачи? 
Первый друг отдает свою монету второму, второй – третьему, и т д., девятый – десятому, а десятый отдает свою трактирщику. 

7 класс

1. Можно ли число 20 записать в виде суммы нескольких натуральных чисел, произведение которых тоже равно 20?

Да, 20=5+4+1+1+…+1.
2. Для постройки типового дома не хватало места. Архитектор изменил проект: убрал 2 подъезда и добавил 3 этажа. При этом количество квартир увеличилось. Он обрадовался и решил убрать еще 2 подъезда и добавить еще 3 этажа. Могло ли при этом квартир стать даже меньше, чем в типовом проекте? (В каждом подъезде одинаковое число этажей, и на всех этажах во всех подъездах одинаковое число квартир.)?
Да, к примеру, если изначально было 5 подъездов по 4 этажа.

Если обозначит планируемое число подъездов через 
[image: image3.wmf]n

, а число этажей в подъезде через 
[image: image4.wmf]m

, то задача сводится к исследованию системы неравенств
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 которая после упрощения приобретает вид 
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3. Есть десять комнат и десять мальчиков, каждый из которых находится в одной из комнат. На каждой комнате висит табличка «В этой комнате находится ровно один мальчик». Известно, что только на 7 табличках написана правда. Докажите, что есть комната, в которой находится 3 мальчика. 
В семи комнатах, на которых правильные таблички, находятся семь мальчиков. Три оставшиеся мальчика находятся в трех комнатах с неправильными табличками. Рассмотрим ту комнату с неправильной табличкой, в которой наибольшее число мальчиков. Если там только один мальчик, то на табличке написана правда, а это исключено по условию. Если там два мальчика, то третий мальчик сидит в комнате сам, и на его комнате правильная табличка, а это исключено по условию. Значит в этой комнате три мальчика, а две остальные комнаты пустые.

4. Вася закрасил в квадратике 6 на 6 несколько клеток. После этого оказалось, что во всех квадратиках 2 на 2 одинаковое количество закрашенных клеток и во всех полосках 1 на 3 тоже одинаковое количество закрашенных клеток. Докажите, что Вася закрасил все клетки. 
Пусть в каждом квадратике 2×2 Вася закрасил 
[image: image7.wmf]x

 клеточек, а в каждой полосе 1×3 Вася закрасил 
[image: image8.wmf]y

 клеточек. Рассмотрим верхнюю треть квадрата размером 2×6. Разобьем ее на три квадрата размером 2×2 и на четыре полосы размером 1×3. С одной стороны в ней закрашено 
[image: image9.wmf]x

3

 клеточек, а с другой 
[image: image10.wmf]y
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. Получаем, что 
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, откуда находим, что 
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 (нулям эти величины равны быть не могут, поскольку, по условию есть закрашенные клетки), а, значит, Вася закрасил все клетки. 

5. Каждую сторону прямоугольника увеличили на метр, отчего его площадь увеличилась на 10 квадратных метров. Найти периметр исходного прямоугольника.

Обозначим стороны прямоугольника через 
[image: image13.wmf]x

 и 
[image: image14.wmf]y

. Получим уравнение
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откуда находим, что 
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. Значит искомые периметр равен 
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8 класс
1. Вася закрасил в квадратике 6 на 6 несколько клеток. После этого оказалось, что во всех квадратиках 2 на 2 одинаковое количество закрашенных клеток и во всех полосках 1 на 3 тоже одинаковое количество клеток. Сколько клеток осталось не закрашенными? 

Ноль. Докажем, что Вася закрасил все клетки. 

Пусть в каждом квадратике 2×2 Вася закрасил 
[image: image18.wmf]x

 клеточек, а в каждой полосе 1×3 Вася закрасил 
[image: image19.wmf]y

 клеточек. Рассмотрим верхнюю треть квадрата размером 2×6. Разобьем ее на три квадрата размером 2×2 и на четыре полосы размером 1×3. С одной стороны в ней закрашено 
[image: image20.wmf]x
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 клеточек, а с другой 
[image: image21.wmf]y
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 (нулям эти величины равны быть не могут, поскольку, по условию есть закрашенные клетки), а значит Вася закрасил все клетки. 

2. Найти все прямоугольники, у которых стороны выражены натуральными числами, а периметр численно равен площади.

Обозначим стороны через 
[image: image24.wmf]x

 и 
[image: image25.wmf]y

, где 
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, которое перепишем в виде 
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. Значит это либо квадрат 4 на 4, либо прямоугольник 6 на 3.

3. Два путника вышли в путь одновременно. Один шел из А в Б, а второй из Б в А. Оба шли равномерно, но с разными скоростями. В момент встречи первому оставалось идти еще 16 часов, а второму 9 часов. Через сколько часов после старта они встретились?

Через 12 часов. 

Обозначим скорость (в километрах за час) первого через 
[image: image31.wmf]x

, второго через 
[image: image32.wmf]y

, а время (в часах) в пути до встречи через 
[image: image33.wmf]t

. Тогда получим два равенства 
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4. Два натуральных числа в сумме дают 2011, а при делении большего из них на меньшее с остатком частное равно 26. Найти все пары таких чисел.

Пусть даны числа 
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, откуда находим, что 
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 получаем, что 
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Из полученной системы неравенств 
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 находим возможные варианты для 
[image: image47.wmf]n

 и 
[image: image48.wmf]m

: (72, 1939), (73, 1938) и (74,1937). 

5. Длинную нитку сложили вдвое, еще раз вдвое и еще раз вдвое. Получившуюся толстую «нитку» разрезали на две части и разобрали на тонкие ниточки. Оказалось, что две из этих ниточек имеют длины 4 см и 9 см. Какова наибольшая возможная длина исходной нитки?
В результате разреза останутся два куска длиной 
[image: image49.wmf]a

 (который содержат концы нитки), 3 куска длиной 
[image: image50.wmf]a
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 (с той же стороны от разреза), и 4 куска длиной 
[image: image51.wmf]b

 (с другой стороны от разреза). Значит общая длина нитки будет 
[image: image52.wmf]b
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. Длина исходной нитки будет наибольшей, если 
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9 класс

1. На доске записано пять натуральных двузначных чисел. Чебурашка может прибавить ко всем числам одновременно либо по 1, либо по 2. Крокодил Гена может стереть число, которое делится на 13 или сумма цифр которого делится на 7 (если конечно, такое число есть на доске). Докажите, что Гена может добиться того, что бы через некоторое время доска опустела.

Рассмотрим 5 пар соседних чисел: 142 и 143, 194 и 195, 247 и 248, 312 и 313, 364 и 365. Каждое из них Гена может стереть. 

Если числа будут одновременно увеличиваться на 1 или 2, то наибольшее из них обязательно станет равным числу 142 или 143, и Гена его сотрет. При увеличении оставшихся чисел большее из них станет равно 194 или 195, и Гена его сотрет, и так далее. В результате будет стерты все числа и доска опустеет.
2. Доказать, что среди целых чисел вида 2p+1, где p — простое число, только одно является точным кубом.

Поскольку при 
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 - нечетное простое число. Если 
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 - нечетное. Найдем 
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 натуральные, и первое из них меньше второго, то, в силу простоты 
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, получим, что 
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Проверка 
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 - простое. 

3. Описанным кругом плоской фигуры называется наименьший из содержащих ее кругов, а вписанным – наибольший из содержащихся в ней кругов. Может ли ограниченная фигура иметь два различных

а) описанных 

б) вписанных
круга?

Два различных описанных круга быть не может. Предположим противное, что есть два описанных круга одинакового радиуса с разными центрами. Тогда фигура лежит в каждом из кругов, а значит в их пересечении. Их пересечение есть объединение двух одинаковых сегментов, стянутых общей хордой, длина которой меньше диаметра каждого из кругов. Значит эту область можно поместить в круг, диаметр которого равен общей хорде. А это противоречит тому, что исходные круги минимального радиуса. 

Два вписанных разных круга может быть. Например для прямоугольника, который не является квадратом.

4. Два натуральных числа в сумме дают 2011, а при делении большего из них на меньшее с остатком частное равно 26. Найти все пары таких чисел.
Пусть даны числа 
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: (72, 1939), (73, 1938) и (74,1937). 

5. Сумма неотрицательных чисел 
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 равна 1. Доказать, что тогда
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10 класс
1. Найти все простые числа 
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 и 
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 такие, что корни уравнения 
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Пусть 
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Значит 
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 различной четности, а это возможно только если 
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2. Площадь треугольника равна четверти суммы квадратов двух его сторон. Найти угол между этими сторонами.

Обозначим эти стороны через 
[image: image101.wmf]a

 и 
[image: image102.wmf]b

, а угол между ними через 
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. По условию получим 
[image: image104.wmf](

)

2

2

4

1

sin

2

1

b

a

ab

S

+

=

=

j

. 

По неравенству Коши получим, что 
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3. Какое наименьшее положительное число можно получить путем расстановки между числами 1; 2; 3; : : : ; 2014; 2015 знаков плюс и минус и выполнения этих операций? 

Среди этих чисел будет 
[image: image109.wmf]1008
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 нечетных чисел, поэтому при любой расстановке знаков выражение будет четным числом. Наименьшее четное положительное число – это 2. Число 2 можно получить, например, следующим образом: (1-2+3)+(4-5-6+7)+(8-9-10+11)+…+(2012-2013-2014+20015). Внутри каждой скобки крайние слагаемые идут со знаком плюс, а внутренние - со знаком минус.
4. Каждый из углов девятнадцатиугольника кратен 10°. Докажите, что у него найдутся две параллельные стороны.

Зафиксируем какую-то сторону, проведем прямую, ее содержащую, и найдем углы, которые образуют с этой прямой все стороны. Все углы кратны 10°, а значит среди 19 углов есть по крайней мере два, разность между которыми кратна 180° (по принципу Дирихле). Эти две стороны и будут параллельны. 
5. Найдите 

а) две

б) три

последние цифры числа 
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Количество множителей 5, которые входят в разложение числа 50! на простые множители, равно 12, а, значит, число 
[image: image112.wmf]10
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 содержит всего два простых множителя 5. Следовательно, число 
[image: image113.wmf]10
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 заканчивается двумя нулями. 

Последние три цифры – 800.
11 класс
1. Найдите 

а) две

б) три

последние цифры числа 
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Количество множителей 5, которые входят в разложение числа 50! на простые множители, равно 12, а, значит, число 
[image: image116.wmf]10
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 содержит всего два простых множителя 5. Следовательно, число 
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 заканчивается двумя нулями. 

Последние три цифры – 800.
2. Докажите, что число 2013 не является разностью кубов двух натуральных чисел.
Воспользуемся тождеством 
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. Отсюда легко получить, что если число 
[image: image119.wmf]3
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 делится на 3, то оно делится на 9. А число 2013 делится на 3 и не делится на 9.
3. Пусть h есть высота прямоугольного треугольника, опущенная на его гипотенузу, а r – радиус вписанной в этот треугольник окружности. Найти первую цифру после запятой в десятичной записи отношения r/h.

Обозначим: 
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 катеты треугольника, 
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 - гипотенузу, 
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-площадь, 
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 - угол, противолежащий катету 
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. Отсюда находим, что 
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С одной стороны, в силу неравенства треугольника 
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С другой стороны 
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Значит первая цифра после запятой – это 4. 

4. На горизонтальной плоскости лежат 4 шара радиуса R, а их центры образуют квадрат со стороной 2R. Сверху в лунку, образованную этими шарами, положили пятый шар такого же радиуса. Найти расстояние от его высшей точки до плоскости.

Рассмотрим центры трех шаров, верхнего и двух нижних, образующих диагональ квадрата. Эти центры образуют равнобедренный треугольник. Его основание – диагональ квадрата, имеющая длину 
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, а боковые стороны равны 
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. Поэтому его высота равна 
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, а искомое расстояние 
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5. Решить в положительных числах систему
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Прологарифмировав все эти неравенства и перемножив, получим соотношение
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Рассмотрим случай, когда ни одно из чисел 
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 ни равно 1. В этом случае 
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. Значит, наибольшее из этих чисел больше 1. В силу симметрии системы можем считать, что это число 
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Поскольку 
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Из соотношения 
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 получим, что 
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Из соотношения 
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 получим, что 
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. Получаем противоречие.

Значит, по крайней мере, одно из чисел равно 1. Пусть, к примеру, 
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. Далее находим 
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[image: image149.wmf]t

d

b

c

a

=

=

=

=

,

1

, где 
[image: image150.wmf]t

 - произвольное положительное число. 

Вторая серия решений задается формулами 
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